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Introduction

F Microalgues

I micro-organismes photosynthétiques,
I 2 à 50 micro-mètres,
I environment aquatique: rivière, lac, océan, etc,
I fixé CO2.

F Utilités

I treatment de l’eau usée,
I production de la biomasse,
I divers métabolites secondaires.

F Photobioréacteurs: industrie et laboratoire.

F Facteur d’impact: lumière, température, pH, nutriments, etc.

F Modèle biologie: modèle de Han, modèle Haldane, modèle de Droop,
etc.
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Introduction

Figure: Raceway pond (Hawäı)
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Introduction

Figure: Raceway pond (Villefranche-sur-Mer)
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Introduction

Figure: Biofilm
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Droop, etc.

Liu-Di LU Workshop Roscoff April 13, 2023 2 / 20



Introduction

F Microalgues

I micro-organismes photosynthétiques,
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Modèle de Han

A

initial

Photon I

B

fermé

Photon I

C

inhibité


Ȧ = −σIA + B

τ

Ḃ = σIA− B
τ + krC − kdσIB

Ċ = −krC + kdσIB

avec A + B + C = 1.
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Modèle de Han

I Eliminer B(
Ȧ

Ċ

)
=

(
1 0
0 kd

)[
−
(
σI + 1

τ
1
τ

σI σI + kr
kd

)(
A
C

)
+

(
1
τ
σI

)]
,

un système lent-rapid car kd ≈ 10−4.

I Modèle avec T grand (modèle de base fréquence)

Ċ = −(
kdτ(σI )2

1 + τσI
+ kr )C +

kdτ(σI )2

1 + τσI
.

I Modèle avec T petit (modèle de haute fréquence)

Ȧ = −
(
σI +

1

τ

)
A +

kr − kdσIA

τ(kdσĪ + kr )
.
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Ċ = −(
kdτ(σI )2

1 + τσI
+ kr )C +

kdτ(σI )2

1 + τσI
.

I Modèle avec T petit (modèle de haute fréquence)
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Modèle de Han

Figure: T = 0.5 s.
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Modèle de Han

Figure: T = 3600 s.
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Taux de croissance et modèle de lumière

I Définition dans le contexte du modèle de Han
µ(A, I ) := kσIA

µ(I ) = µmax
I

I+µmax
θ

( I
I∗−1)2

(Haldane)

état équilibre

avec

θ = kσ, I ∗ =

√
kr

kdτσ2
, µmax =

kσ

τσ + 2
√

kdτσ2

kr

.

I Biomasse
Ẋ = (µ− R − D)X .

I Loi de Beer-Lambert:

I (z) = Is exp(−εz).
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Modélisation et optimisation du raceway pond

Raceway ponds:

I le plus répandu et le moins
cher,

I bassin avec roue à aubes.

Difficultés:

I système complex,
I simulation couteuse,
I difficile à formuler le problème

d’optimisation.

Paramètres à optimiser:

I topographie,
I mélange.
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Modélisation et optimisation du raceway pond

Simulation des trajectoires avec le code FreshKiss3D (Demory et al. 2018).
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Modélisation et optimisation du raceway pond

1D illustration

0 L

z

0 x

Is
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1D Illustration

0 L

z

0 x
η(x)

Is

zb(x)h(x)
u(x)
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Equations de Saint-Venant

I Equation de Saint-Venant stationnaire 1D

∂x(hu) = 0, ∂x(hu2 + g
h2

2
) = −gh∂xzb.

I Froude number:
Fr :=

u√
gh

Fr < 1: l’écoulement fluvial
Fr > 1: l’écoulement torrentiel

I Given a smooth topography zb, there exists a unique positive smooth
solution of h which satisfies the subcritical flow condition.

I A time free formulation of the Lagrangian trajectory:

z(x) = η(x) +
h(x)

h(0)
(z(0)− η(0)).
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Equations de Saint-Venant

I Relation entre zb et h

zb =
M0

g
− Q2

0

2gh2
− h,

Q0,M0 ∈ R+ sont deux constantes.

I Nombre de Froude:
Fr :=

u√
gh
.

Fr < 1: l’écoulement fluvial,
Fr > 1: l’écoulement torrentiel.

I Pour une topographie régulière donnée zb, il existe une unique
solution positive régulière h qui satisfait la condition Fr < 1
(Michel-Dansac et al 2016).

I Une formulation indépendante du temps du trajectoire Lagrangien
commencé par z(0):

z(x) = η(x) +
h(x)

h(0)
(z(0)− η(0)).
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Fr < 1: l’écoulement fluvial,
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Problème d’optimisation

I Objective: optimiser la topographie zb.

I Fonction de coût: taux de croissance moyen.

I Volume du système: V =
∫ L

0 h(x)dx .

I Paramétriser h par un vecteur a := [a1, · · · , aNa ] ∈ RNa , e.g.
Truncated Fourier.

I Chaine du calcul:

h(a)→ zi → Ii → Ci → µ̄Nz .

I Méthode de l’adjoint → ∇µ̄Nz (a).
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Topographie optimale

Nombre de parameters: Na = 5.

Nombre de trajectories: Nz = 40.

Initialisation: topographie plate.
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Topographie optimale
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Régime permanent

Assumption

Etat de photoinhibition C est périodique c-à-d Ci (L) = Ci (0),
i = [1, · · · ,Nz ].

Theorem (Topographie plate)

Supposons que le volume du système V est constant, alors ∇µ̄Nz (0) = 0.

Liu-Di LU Workshop Roscoff April 13, 2023 10 / 20



Régime permanent

Assumption

Etat de photoinhibition C est périodique c-à-d Ci (L) = Ci (0),
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Régime permanent

Nombre de paramètres: Na = 5.

Nombre de trajectories: Nz = 40.

Initialisation: topographie aléatoire.
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Modélisation du mélange
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Modélisation du mélange

Assumption (mélange parfait)

A chaque nouveau tour, les algues situées à la profondeur zi sont
entièrement transférées dans la position zj lors de leur passage dans le
dispositif de mélange.

Notations

On note par P l’ensemble des matrices de permutation de taille
Nz × Nz et par SNz l’ensemble associé des permutations de Nz élements.
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Modélisation du mélange

Illustration avec la permutation σ = (1 2 3 4).

z

x
0

Choix de la période?

Re-distribution of light.
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Problème d’allocation des ressources périodique et
dynamique

N ressources

In

N activitiés

wn

Theorem (Une période est suffisante)

Si w est KT -périodique (i.e., w(TK ) = w(T0)), alors w est T−périodique.
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Problème d’optimisation

Fonction de coût

max
P∈P

J(P) := max
P∈P
〈u, (IN − PD)−1Pv〉,

deux vecteurs u, v et une matrice diagonale D tout dépendent de (In)Nn=1.

Remark

Étant donné que #S = N!, ce problème ne peut pas être abordé dans les
cas réalistes où de grandes valeurs de N doivent être prises en compte, par
exemple pour conserver une bonne précision numérique.

Développer la fonction de coût comme

〈u, (IN − PD)−1Pv〉︸ ︷︷ ︸
J(P)

=
+∞∑
`=0

〈u, (PD)`Pv〉 = 〈u,Pv〉︸ ︷︷ ︸
Japprox(P)

+
+∞∑
`=1

〈u, (PD)`Pv〉.
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Problème d’optimisation

Fonction de coût

max
P∈P

J(P) := max
P∈P
〈u, (IN − PD)−1Pv〉,

Problème simplifié

max
P∈P

Japprox(P) := max
P∈P
〈u,Pv〉.

Lemma (matrice optimale du problème simplifié)

P+: associe le plus grand coefficient de u au plus grand coefficient de v ,
le deuxième plus grand coefficient au deuxième plus grand, et ainsi de
suite.

P−: associe le plus grand coefficient de u au plus petit coefficient de v , le
deuxième plus grand coefficient au deuxième plus petit, et ainsi de suite.
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Matrice optimale

Pmax pour J(P) P+ pour Japprox(P)
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Qualité de l’approximation

Theorem (Coincidence Criterion: Pmax = P+?)

Assume that u and v have positive entries and define

φ(m) :=
1

sdm2 e

( +∞∑
`=1

d`maxF
+
(`+1)m − d`minF

−
(`+1)m

)
, (1)

where m := # {n = 1, . . . ,N | σ(n) 6= σ+(n)}, dmax := maxn=1,...,N(dn)
and dmin := minn=1,...,N(dn). Assume that:

max
m≥2

φ(m) ≤ 1. (2)

Then Pmax = P+.
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Qualité de l’approximation

N = 5 N = 9
I µ̄N(Pmax) et µ̄N(P+).

I Pmax = P+.

I Critère de cöıncidence satisfait.
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Qualité de l’approximation

Figure: Tubular reactor
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Productivité

I Productivité de biomasse surfacique Π := (µ̄− R)Xh.

I Extinction: expression générale ε(X ).

I Masci et al. 2010 : condition optimale est µ(I (hopt)) = R (condition
de compensation).

I Fonction d’extinction (Morel 1988, Mart́ınez et al. 2018)

ε(X ) := α0X
s + α1, 0 < s < 1.

I Modèle de taux de croissance: Haldane

µ(I ) = µmax
I

I + µmax

θ ( I
I∗ − 1)2

.

I Productivité optique P := (µ̄− R)Y avec le profondeur optique
Y := ε(X )h.

I Relation entre deux productivité: Π = X
ε(X )P.
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ε(X )P.

Liu-Di LU Workshop Roscoff April 13, 2023 16 / 20



Productivité
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I Modèle de taux de croissance: Haldane

µ(I ) = µmax
I

I + µmax

θ ( I
I∗ − 1)2

.
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Maximiser la productivité

I Relation entre deux productivité: Π = X
ε(X )P.

I Pour X0 donné, considérons une suite (Xn, hn)n∈N definée par

hn =
Yopt

ε(Xn−1)
, Xn := argmaxX∈R+

Π(X , hn).

Theorem

limn→∞ hn = 0, limn→∞ Xn = +∞ et

lim
n→∞

Π(Xn, hn) =

{
P(Yopt)
α0

, s = 1,

+∞, s < 1.
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Maximiser la productivité
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Contrôller non-linéaire

I Pour un h donné, trouvons Xopt(h).

I Evolution de la concentration de biomasse Ẋ = (µ̄− R − D)X .

Proposition

La loi de contrôle

D =

{
Dmax X ≥ X̄

(µ̄(X , h)− R) X
X? X < X̄

stabilise globalement l’évolution de X vers le point ciblé X ?.
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I Pour un h donné, trouvons Xopt(h).

I Evolution de la concentration de biomasse Ẋ = (µ̄− R − D)X .
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Optimiser profondeur, topographie et mélange

I Profondeur initial: h = 0.4 m.

I Topographie initial: plate.
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Optimiser profondeur, topographie et mélange

I Nombre de trajectorie: Nz = 7.

I Profondeur initial: h = 0.4 m.

I Topographie initial: plate.

P100
max =



0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
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Conclusion

I Topographie:

Plate dans le cas périodique, et non-plate avec limitée augmentation.

I Mélange:

Différentes allures selon les paramètres.

I Profondeur / concentration:

Forte concentration avec petit profondeur.

I Gain:

Topographie Mélange Profondeur

≈ 1 % ≈ 30 % ≈ 100 %

Merci pour votre attention !
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