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Historique de DD

% Probleme:
Ay =f dans €,

1
y=g sur 0. (1)
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Historique de DD

% Probleme:
Ay=f d Q
3% ans €, 1)
y=g sur 0.

% Fourier (1807) pour domaines rectangulaires et Poisson (1815)
pour domaines circulaires.
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Historique de DD

% Probleme:
Ay=f d Q
y ans €, 1)
y=g sur 0.
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pour domaines circulaires.
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J(v) = /Q (%|Vv|2 - vf) dx.
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Historique de DD

% Probléme:
Ay =f dans €,
_ (1)
y=g sur 0.
% Fourier (1807) pour domaines rectangulaires et Poisson (1815)

pour domaines circulaires.
% Riemann (1851): Principe de Dirichlet:

J(v) = /Q (%\Vv|2 - vf) dx.

* Schwarz (1870): Uber einen Grenziibergang durch alternierendes
Verfahren (Sur un passage de frontiére par une procédure alternée)
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Interprétation physique

Fig. 103. Bweijticielige Hahulufjtpumpe
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Interprétation physique

Ll * L2
T r T
L 1 r_l_l

Figure: Schéma d'une deux niveaux pompe a vide.
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Méthode de Schwarz Alternée

Domaine: Q :=Q; U,
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Méthode de Schwarz Alternée

Domaine: Q :=Q; U,

Ayl =f dans €1,
yvi=g sur 9Q N Q,

Yi =Y sur 1
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Méthode de Schwarz Alternée

Domaine: Q :=Q; U,

Liu-Di Lu (UNIGE)

Ayl =f dans €,
yi=g sur 9Q N Qy,
y21 = yll sur [
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Méthode de Schwarz Alternée

Domaine: Q :=Q; U,

Ayl =f dans Qq, Ayy =f dans €5,
yi'=g sur QN Q, yy = sur QN Qo,
W=yt sl vi=yl  surlp
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Méthode de Schwarz Alternée

Domaine: Q :=Q; U,

Ayl =f dans Qq,
yi'=g sur QN Q,
y=yst sur Iy

Convergence: Schwarz a prouvé par le principe du maximum.

Liu-Di Lu (UNIGE)

Ay; =f
=g
¥ =y
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Vers un outil computationel

% Hilbert (1904,1905): Méthode directe dans le calcul des variations.
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Vers un outil computationel

% Hilbert (1904,1905): Méthode directe dans le calcul des variations.

% Miller (1965): La méthode de Schwarz offre des possibilités
intéressantes pour les méthodes numériques.
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Vers un outil computationel

% Hilbert (1904,1905): Méthode directe dans le calcul des variations.

% Miller (1965): La méthode de Schwarz offre des possibilités
intéressantes pour les méthodes numériques.

% Dryja and Widlund (1987): Une variante additive de la méthode
alternée de Schwarz pour le cas de nombreuses sous-régions.
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Vers un outil computationel

* % % % %

Hilbert (1904,1905): Méthode directe dans le calcul des variations.

Miller (1965): La méthode de Schwarz offre des possibilités
intéressantes pour les méthodes numériques.

Dryja and Widlund (1987): Une variante additive de la méthode
alternée de Schwarz pour le cas de nombreuses sous-régions.

Lions (1988,1989,1990): Sans recouvrement et Parallele.

Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 5/32



Exemple 1D

Probléeme:
—Owy =f dans Q= (0,1),

y(0)=0.1, y(1)=0,
avec

5 si 04<x<0.7,
0 sinon.
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et Q5 = (0.38, 1) avec une initialisation
¥9(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=1

0.35
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et Q5 = (0.38, 1) avec une initialisation
¥9(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=2
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et Q5 = (0.38, 1) avec une initialisation

¥9(0.57) = 0.

0.35 Alternating Schwarz method, iteration=3
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et Q5 = (0.38, 1) avec une initialisation
¥9(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=>5
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et Q5 = (0.38, 1) avec une initialisation
¥9(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=10
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Analyse de I|'erreur

» Probleme:
—Oxy =f dans Q=(0,1),

y=g sur 0.
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Analyse de I|'erreur

» Probleme:
—Oxy =f dans Q=(0,1),

y=g sur 0.

» Sous-domaines Q; = (0, a) et Qp = (b,1), a > b avec une
initialisation yg, on résout

—Oxyi =f dans Qy, —Owyy =f dans Q,
y1'(0) = g(0), y2 (1) = g(1),
yi(a) = y3~Y(a), vz (b) = yi'(b).
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Analyse de I|'erreur

» Probleme:
—Oxy =f dans Q=(0,1),

y=g sur 0.

» Sous-domaines Q; = (0, a) et Qp = (b,1), a > b avec une
initialisation yg, on résout

—Oxyi =f dans Qy, —Owyy =f dans Q,
y1'(0) = g(0), y2 (1) = g(1),
yi(a) = y3~Y(a), vz (b) = yi'(b).

» Notons l'erreur e ;= y — y;" qui satisfait

Oxel =0 dans Q, Owes =0 dans Qy,
er(0) =0, e (1) =0,
ef(a) = &5 *(a), ey (b) = e/ (b).
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Analyse de I|'erreur

» Notons I'erreur e =y— y qui satisfait

Oxel =0 dans Q, Oxey =0 dans Qp,

ef(0) =0, e (1) =0,
ef(a) = &5 (a), &3 (b) = ef(b).
» On trouve les solutions e (x) = C{'x et ef(x) = CJ(x — 1).
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Analyse de I|'erreur

» Notons I'erreur e =y— y qui satisfait

Oxel =0 dans Q, Oxey =0 dans Qp,
e£(0) = 0, (1) =0,
ef(a) = 01 (a), e3(b) = el (b).

» On trouve les solutions e (x) = C{'x et ef(x) = CJ(x — 1).
» On évalue les coefficients ([ et (-
eg 1( ) cn ef(b) — nfl(a) 1 b

cr=%2 1 =
1 a ? 2 b_].
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Analyse de I|'erreur

» Notons I'erreur e =y— y qui satisfait

Oxel =0 dans Q, Oxey =0 dans Qp,
e£(0) = 0, (1) =0,
ef(a) = 01 (a), e3(b) = el (b).

» On trouve les solutions e (x) = C{'x et ef(x) = CJ(x — 1).
» On évalue les coefficients ([ et (-

n—1
e L(a) Coenb) . . 1 b
Cl - : 3 ) C2 blE]). :eZ 1(a)b—1g

» On obtient le facteur de convergence

n e a—1b
e)(a) =& 1(3)b_1g-
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Analyse de I|'erreur

Facteur de convergence
a—1b
b) = -
p(a’ ) b _ 1 a

» La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.
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Analyse de I|'erreur

Facteur de convergence
a—1b
b) = -
p(a’ ) b _ 1 a

» La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.

» La convergence est garantie s'il y a un recouvrement.
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Analyse de I|'erreur

Facteur de convergence
a—1b

b) = -
p(a’ ) b_la

» La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.
» La convergence est garantie s'il y a un recouvrement.
» La méthode converge mieux si le recouvrement est grand.

Mars 14, 2023
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Analyse de I|'erreur

Facteur de convergence
a—1b
b) = -
p(a’ ) b _ 1 a

» La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.

» La convergence est garantie s'il y a un recouvrement.
» La méthode converge mieux si le recouvrement est grand.

» La méthode est un solveur direct sia=1 ou b= 0.
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Schwarz Paralléle

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et Q5 = (0.38, 1) avec une initialisation
¥9(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=10
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Schwarz Paralléle

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et y2(0.38) = 0.

0.35 Parallel Schwarz method, iteration=1

03 4
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Schwarz Paralléle

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et y2(0.38) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=2
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Schwarz Paralléle

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et y2(0.38) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=3
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Schwarz Paralléle

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et y2(0.38) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=>5
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Analyse de I|'erreur

» Notons I'erreur e =y— y qui satisfait
Oxel =0 dans Q, Oxey =0 dans Qp,
ef(0) =0, e(1) =0,
ef(a) = &5 *(a), e5(b) = e} (b).
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Analyse de I|'erreur

» Notons I'erreur e =y— y qui satisfait

Oxel =0 dans Q, Oxey =0 dans Qp,
e (0) =0, (1) =0,
ef(a) = &5 (a), e3(b) = e/ 7 (b).
» On trouve les solutions e (x) = C{'x et ef(x) = CJ(x — 1).
» On évalue les coefficients ([ et (-

n—1 n—1
n_ & (a) n_ e (b)
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Analyse de I|'erreur

» Notons I'erreur e =y— y qui satisfait
Oxel =0 dans Q, Oxey =0 dans Qp,

ef(0) =0, ef(1) =0,
ef(a) = 5 (a), e3(b) = e (D).

» On trouve les solutions e (x) = C{'x et ef(x) = CJ(x — 1).

» On évalue les coefficients ([ et (-

n—1 n—1
n_ & (a) n_ e (b)

» On obtient le facteur de convergence

e (a) = ef ' (a)
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Exemple 2D

Probléme:
—Ay =f dans Q= (0,1)?
y=g sur 0.
avec
F_ |50 s (x1,x2) € (0.4,0.6),
~ 10 sinon.
et

1 six3=0,04<x <0.6,
g=1<03 six3=0,0<x%<0406<x<1
0 sinon.
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Exemple 2D
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.57) x (0,1) et Q2 = (0.38,1) x (0,1) avec une
initialisation y2(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.57) x (0,1) et Q2 = (0.38,1) x (0,1) avec une
initialisation y2(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=2
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.57) x (0,1) et Q2 = (0.38,1) x (0,1) avec une
initialisation y2(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=3

Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023



Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.57) x (0,1) et Q2 = (0.38,1) x (0,1) avec une
initialisation y2(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=>5
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.57) x (0,1) et Q2 = (0.38,1) x (0,1) avec une
initialisation y2(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=10
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisations y9(0.57,-) = 0 et y2(0.38,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisations y9(0.57,-) = 0 et y2(0.38,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=2
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisations y9(0.57,-) = 0 et y2(0.38,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=3
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisations y9(0.57,-) = 0 et y2(0.38,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=>5
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisations y9(0.57,-) = 0 et y2(0.38,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=10
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Analyse de |'erreur 2D

» Notons I'erreur ej” :

Ael =0
el =0
el =eyt

=y -y qui satisfait

dans Qq, Aej =0 dans €5,
sur 02 N 0N, e =0  sur 92N oy,
sur Iy, e; =ef surly.

Mars 14, 2023
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Analyse de |'erreur 2D

» Notons I'erreur ej” =y — yj” qui satisfait

Ael =0 dans Qq, Aej =0 dans €5,
ef =0 sur 92 N 082, e =0  sur 92N oy,
el =el ™ surly, e; =ef surls.

» A I'aide des series de Fourier, on développe sur x»,

o
(xl,x2 :Z J" x1, k) sin(kxz).
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Analyse de |'erreur 2D

» Notons I'erreur ej” =y — yj” qui satisfait

Ael =0 dans Qq, Aej =0 dans €5,
ef =0 sur 92 N 082, e =0  sur 92N oy,
el =el ™ surly, e; =ef surls.

» Le Laplacian devient:

Aef(x1,%) = Y (Dxx — k?)&] (x1, k) sin(kxp) = 0.

Mars 14, 2023
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Analyse de |'erreur 2D

» Notons l'erreur e/ := y — y/" qui satisfait

J
Ael =0 dans Qq, Aej =0 dans Q»,
ef =0 sur 92 N 0L, e =0 sur 92 N Iy,
el =el !t surfy, e; =ef surls.

» A |'aide des séries de Fourier, on développe sur xp,

[e.9]
&' (x1,x2) = » &'(x1,k)sin(kx).
k=1

» Pour chaque mode de Fourier:
(Oxx — k?)&7(x, k) = 0 dans (0, a), (Ou — k?)&5(x, k) = 0 dans (b, 1),
ér'(0,k) =0, én1,k) =0,
&l(a, k) = &7 (a, k), &5(b, k) = éP(b, k).
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Analyse de |'erreur 2D

» Pour chaque mode de Fourier:
(Ox — k?)&](x, k) = 0 dans (0, a), (8u — k2)&J(x, k) = 0 dans (b, 1),
ér(0,k) =0, é5(1, k) =0,
&(a, k) = & *(a, k), &(b, k) = & (b, k).

» On trouve les solutions é](x, k) = C{'; sinh(kx) and
& (x, k) = G sinh(k(1 — x)).
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Analyse de |'erreur 2D

» Pour chaque mode de Fourier:
(Ox — k?)&](x, k) = 0 dans (0, a), (8u — k2)&J(x, k) = 0 dans (b, 1),
ér(0,k) =0, é5(1, k) =0,
&(a, k) = & (a, k), & (b, k) = & (b, k).
» On trouve les solutions é](x, k) = C{'; sinh(kx) and
& (x, k) = G sinh(k(1 — x)).
» On évalue les coefficients C', et (',
er(a, k) cn o &bk &7 1(a, k) sinh(kb)
sinh(ka) * 2% " sinh(k(1 — b)) ~ sinh(k(1 — b)) sinh(ka)"

n __
Gy=
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Analyse de |'erreur 2D

» Pour chaque mode de Fourier:
(Ox — k?)&](x, k) = 0 dans (0, a), (8u — k2)&J(x, k) = 0 dans (b, 1),
ér(0,k) =0, é(1, k) =0,
&(a, k) = & (2, k), & (b, k) = &{(b, k).
» On trouve les solutions é](x, k) = C{'; sinh(kx) and
& (x, k) = G sinh(k(1 — x)).
» On évalue les coefficients C', et (',

e l(a, k) _, &r(b,k) & 'ak) sinh(kb)

n.  _ —

LK™ “sinh(ka) * 2 7 sinh(k(1 — b)) ~ sinh(k(1 — b)) sinh(ka)’

» On obtient le facteur de convergence

sinh(k(1 — a)) sinh(kb)
sinh(k(1 — b)) sinh(ka) "

&l(a, k) = & (a, k)
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Analyse de |'erreur 2D

Facteur de convergence

vvyyy

_sinh(k(1 — a)) sinh(kb)
plk:3,b) = G k(1= b)) sinh(ka)

La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.
La convergence est garantie s'il y a un recouvrement.
La méthode converge mieux si le recouvrement est grand.

La méthode est un solveur direct sia=1 ou b= 0.
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Analyse de |'erreur 2D

Facteur de convergence

_sinh(k(1 — a)) sinh(kb)
plk:3,b) = G k(1= b)) sinh(ka)

0.9

——a—b=02
0.8} —e—a—b=01 |]
a—b=0.05

0.7

06}

05

0.4F

03Ff

02f

0.1F
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Analyse de |'erreur 2D

Facteur de convergence

vvyyvyyvyy

sinh(k(1 — a)) sinh(kb
plk; a,b) = sinhgkgl - b;; sinhEka;'
La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.
La convergence est garantie s'il y a un recouvrement.
La méthode converge mieux si le recouvrement est grand.
La méthode est un solveur direct sia=1ou b =0.

Chaque mode de Fourier converge avec une vitesse différente.
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Analyse de |'erreur 2D

Facteur de convergence

sinh(k(1 — a)) sinh(kb
plk; a,b) = sinhgkgl - b;; sinhEka;'
La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.
La convergence est garantie s'il y a un recouvrement.
La méthode converge mieux si le recouvrement est grand.
La méthode est un solveur direct sia=1ou b =0.

Chaque mode de Fourier converge avec une vitesse différente.

vVvyvyvyyy

La méthode converge mieux pour haute fréquence.
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Analyse de |'erreur 2D

Alternating Schwarz method, iteration=0
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Analyse de |'erreur 2D

Alternating Schwarz method, iteration=1
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Analyse de |'erreur 2D

Alternating Schwarz method, iteration=2
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Analyse de |'erreur 2D

Alternating Schwarz method, iteration=3
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Analyse de |'erreur 2D

Alternating Schwarz method, iteration=5
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Analyse de |'erreur 2D

Alternating Schwarz method, iteration=10
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Analyse de |'erreur 2D

Alternating Schwarz method, iteration=10
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Controle optimal

% Ingrédients:
» Un systéme décrit par une EDO/EDP (état y),
» Une fonction de contréle u comme |'entrée du systeme,
» Un état ciblé y comme I'état désiré du systeme,
» Une fonction de coiit J, par exemple, le coiit de u, I'écart entre
y et y, etc.
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Controle optimal

% Ingrédients:
» Un systéme décrit par une EDO/EDP (état y),
» Une fonction de contréle u comme |'entrée du systeme,
» Un état ciblé y comme I'état désiré du systeme,
» Une fonction de coiit J, par exemple, le coiit de u, I'écart entre
y et y, etc.
% Objectif:
» Trouver le contrble u* qui minimise le colit de telle sorte que le
systeme atteigne |'état désiré.
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver

mmJ(y, : /]y y] dx+fHuHUd,

tel que
—Ay =u dans Q,

y =0 sur0f.
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver

mmJ(y7 : /]y y] dx+fHuHUd,
tel que
—Ay =u dans Q,
y =0 sur0f.
Lagrangien:

L(y,u,)\):J(y,u)—|—<)\’—Ay—u>’
1
=/ (51y = 9P + S[ul + Vy - VA - ur)dx.
Q \2 2
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver

mmJ(y7 : /]y y] dx+fHuHUd,
tel que
—Ay =u dans Q,
y =0 sur0f.
Lagrangien:

L(y,u,)\):J(y,u)—|—<)\’—Ay—u>’
1
=/ (51y = 9P + S[ul + Vy - VA - ur)dx.
Q \2 2

Systeme d’optimalité:

—Ay=u dans € avec y = 0 sur 09,
—AN=9—y dans Q avec A = 0 sur 09,
vu =\ dans €.
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Schwarz Alternée

Considérons une décomposition avec recouvrement 1, 5. On résout

—Ayf =v 'A]  dans O, —Ay? =v7I\]  dans Q,
=0 sur 0Q N 09y, y8 =0 sur 9Q N 6y,
=yt surly, 3=y sur o,

—AN =y —y{ dans Qy, —AN =y —y; dans Qj,
AT=0 sur 92 N 0L, A3 =0 sur 9Q N Iy,

1= )\371 sur 1, Ay =\ sur .
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Exemple 1D

Probleme:

—Oy =v IA dans Q=(0,1), y(0)
—O0uxA=y—y dansQ=(0,1), X(0)

y(1) =0,
A1) =0,

avec y = 1dans Q = (0,1) et v = 1074

12 - - - - 357°

:
0.8
Zos 1 oY
=
04

0.2
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et A\3(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=1

1.2

- - T T ==
N -~ ~
7 S

0.8 y \ i
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et A\3(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=2

1.2

—mm— -

v ~ __ ~

N

0.8 y \ i
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et A\3(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=3

1.2

—mm— -

v ~ __ ~

N

0.8 y \ i
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et A\3(0.57) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=>5

1.2

—mm— -

v ~ __ ~

N

0.8 y \ i
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et A\3(0.57) = 0.

x107

Alternating Schwarz method, iteration

=1

3.5
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et A\3(0.57) = 0.

x107

Alternating Schwarz method, iteration

=2

3.5
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et A\3(0.57) = 0.

x107

Alternating Schwarz method, iteration

=3

3.5
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.57) = 0 et A\3(0.57) = 0.

x107

Alternating Schwarz method, iteration

=5

3.5
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

12 Parallel Schwarz method, iteration=1
Y T~ -~ N
/ N\ / N
1F / \ / \ 1
/ A\ / \
/ \ / \
/ \ / \
0.8 y vy \ E
4 \y \
y \ \
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

12 Parallel Schwarz method, iteration=2
//;>’ s~ 5'\»\\\
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

12 Parallel Schwarz method, iteration=3
oI T TS
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

12 Parallel Schwarz method, iteration=>5
oD T TS
7 P N/ N S
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

12 Parallel Schwarz method, iteration=10
ST e T TN
7P Y2 v NN
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

%1073 Parallel Schwarz method, iteration=1

T T T

3.5

~
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

x107

Parallel Schwarz method, iteration=2

3.5

~
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

x107

Parallel Schwarz method, iteration=3
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

x107

Parallel Schwarz method, iteration=>5
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.57) et 5 = (0.38,1) avec les initialisations
¥9(0.38) = 0, y9(0.57) = 0, A\3(0.38) = 0 et \(0.57) = 0.

%1073 Parallel Schwarz method, iteration=10
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Exemple 2D

Fonction ciblé: y =1 dans Q = (0,1)? et v = 107%.
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Exemple 2D

Fonction ciblé: y =1 dans Q = (0,1)? et v = 107%.

%107

N
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.57,-) = 0 et A\9(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.57,-) = 0 et A\9(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=2

Liu-Di Lu (UNIGE)

Séminaire Analyse Appliquée

Mars 14, 2023 16 /32



Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.57,-) = 0 et A\9(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=3
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.57,-) = 0 et A\9(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=>5
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.57,-) = 0 et A\9(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.57,-) = 0 et A\9(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=2

(1]
J‘)w‘/g“;j““/"s,
T
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.57,-) = 0 et A\9(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=3
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.57) x (0,1) et Q» = (0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.57,-) = 0 et A\9(0.57,-) = 0.

Alternating Schwarz method, iteration=>5
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=2
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=3
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=>5
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=10
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=2
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=3
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5 7)

(0,1) et 22 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=>5
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Exemple 2D

Sous-domaines 3 = (0,0.5 7) x (0,1) et Q2 =(0.38,1) x (0,1) avec les
initialisation y{(0.38,-) = 0, y(0.57,-) = 0, \9(0.38,-) = 0 et
29(0.57,-) = 0.

Parallel Schwarz method, iteration=10
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur le’ =y —yj” et ff’ =A— AJ’-' qui satisfont

—Oxcef = v '] dans (0,a), —Oed = vl dans (b, 1),
e (0) =0, e3(1) =0,
ef(a) = &5 *(a), ey (b) = ef(b),
Oy =€ dans (0, a), Ow€) =€) dans (b, 1),
¢r(0) =0, &(1) =0,
&(a) = &7 H(a), £5(b) = & (b).
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur le’ =y —yj” et ff =A— AJ’-' qui satisfont

—Oxcef = v '] dans (0,a), —Oed = vl dans (b, 1),
e (0) =0, e3(1) =0,
ef(a) = &5 *(a), ey (b) = ef(b),
Oy =€ dans (0, a), Ow€) =€) dans (b, 1),
¢r(0) =0, &(1) =0,
&(a) = &7 H(a), £5(b) = & (b).

» Eliminons §Jf’, on obtient

(O + v 1)ef = 0 dans (0, a), (Dxocx + v 1)el = 0 dans (b, 1),
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Analyse de |'erreur 1D

» Eliminons £/, on obtient

1

(O + v~ 7 )ef= 0 dans (0, a), (Drooex + y—l)eé7 0 dans (b, 1)
ef(0)=0, e7(1)=0,
ef(a) = &5 }(a), ey (b) = ef(b),
Oxxef(0)= 0, Oxxe5(1)= 0,
Ducel(2) = Diel1(2), Duced(b) = el ()
» On trouve les solutions avec ,u4 =y L
n ux
e — ¢ sinh(XX) cos + 7 cosh( XXy sin(#X ,
el (x) = C7 sinh( (\@X))cos(“(léx))
+ cosh(u(l\éx))sin(u(l\éx)).
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Analyse de |'erreur 1D

» On trouve les solutions avec p* = v=1:

e(x)=¢ smh(\[)cos(%) + G cosh(7)sm(f/{)
n _ rn ( X) M(l B X)
es(x) =G smh( 7 ) cos( 7 )
e cosh(“(lf_zx))sin(“(l\/_;)).

» On évalue les coefficients ', CJ, CJ' et C;', on obtient
( e7(a) > — < arf1 — ptazfs 12 + azf ) ( &5 }(a) >
Oxx€5(a) —uHa1 B2 + 0251) a1B1 — prazBa ) \Owey (a)
_ Ml M2 (a)
— My My 8XXe2 Ya))"
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Analyse de |'erreur 1D

» On évalue les coefficients ', CJ', C' et C;', on obtient

(axexge(é?a)> - (—/%Mz %9 <8fe51 (la()a)> ‘

avec My = a1 — ptanfe, Mo = a1z + a2y et

snnh(f)cos(f)5|nh(f)cos(f)+cosh(f)5|n(f)cosh(f)5|n(f)

1= cosh2( \‘;i)smz( 2 ) 4sinh2(£2 )cos2(7i)
e sinh(%) cos(”’—‘;)cosh( \[) sin( \M/%) cosh( f})sm(%):lnh(%)cos(”—g)
= 2

cosh2(\/>)sm (22 )+5|nh (f)cos ( )

S\

01, B2 ont les méme formats avec a, b remplacés par 1 — a,1 — b.
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Analyse de |'erreur 1D

» On évalue les coefficients ', CJ', C' et C;', on obtient

(axexge(é?a)> - (—/%Mz %9 (822;51 (la()a)) ‘

avec My = a1 — ptanfe, Mo = a1z + a2y et

snnh(f)cos(f)5|nh(f)cos(f)+cosh(f)5|n(f)cosh(f)5|n(f)

ali=

cosh2( \[)smz( 2 ) 4sinh2(£2 )cos2(7i)
sinh(%)cos(”’—;)cosh( \[)sm( \M/%) cosh( f})sm(%)smh(%)cos(”—g)
Q= ia pa

cosh2(\/>)sm (22 )+5|nh (f)cos ( )

S\

01, B2 ont les méme formats avec a, b remplacés par 1 — a,1 — b.

» Sia=b, alors a1 = 51 =1 et ap = > = 0, la méthode ne converge
pas sans recouvrement.
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Analyse de |'erreur 1D

» On évalue les coefficients ', CJ', C' et C;', on obtient

(axexge(é?a)> - (—/%Mz %9 (822;51 (la()a)) ‘

avec My = a1 — ptanfe, Mo = a1z + a2y et

snnh(f)cos(f)5|nh(f)cos(f)+cosh(f)5|n(f)cosh(f)5|n(f)

ali=

cosh2( \[)smz( 2 )+sinh2 (£ )cos2(7i)
N '_sinh(%)cos(”'—‘;)cosh(\[)sm(\u/g) cosh(f})sm(%)smh(%)cos(”—g)
2= cosh2(\/>)sm ( a)+s|nh (f)cos (\M/—a»)

01, B2 ont les méme formats avec a, b remplacés par 1 — a,1 — b.

» Sia=b, alors a1 = 51 =1 et ap = > = 0, la méthode ne converge
pas sans recouvrement.

» Sib=0 (oua=1), a; = ap =0, la méthode est un solveur direct.
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Dirichlet-Neumann (Bjgrstad, Widlund 1986)

Considérons une décomposition sans recouvrement [. On résout

—Ayf =v7 A} dans Q, —Ay? =v7I\0 dans Qo,
=0 sur 0Q N 09y, yi=0 sur 9Q N 6y,
v =yst sur I, Onys= Ony{ sur I,

—AN =y —y{ dans Qy, —AN =y —y; dans Qj,
AT=0 sur 92 N 0L, A3 =0 sur 9Q N Iy,
A=At sur I OnA3= OnA{ sur .
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥9(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0.

05 Dirichlet-Neumann method, iteration=1

y(z)

05} b
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥9(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥9(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=3
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥9(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=10
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥9(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0.

%1073 Dirichlet-Neumann method, iteration=1
4 T

T T T
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥9(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0.

%1073 Dirichlet-Neumann method, iteration=2
4 T

T T T
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥9(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0.

%1073 Dirichlet-Neumann method, iteration=3
4 T

T T T
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥9(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0.

4 «10°  Dirichlet-Neumann method, iteration=10

T T T
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=3
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=4
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Exemple 2D
Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les

initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=1
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Exemple 2D
Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les

initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Exemple 2D
Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les

initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=3
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Exemple 2D
Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les

initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=4
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur le’ =y —yj” et ff’ =A— AJ’-' qui satisfont

—Oxel = v 1] dans (0, a), —Oed =71l dans (a,1),
er(0) =0, e (1) =0,
ef(a) = &5 (a), Oxe3(a)= Oxef(a),
O =€  dans (0, a), Ow€) =€) dans (a,1),
£1(0) =0, £&(1) =0,

&(a) =& (a), 0x&3(a)= 0x&1(a)-

Mars 14, 2023 21/32

Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée



Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur le’ =y —yj” et ff =A— AJ’-' qui satisfont

—Owel = v el dans (0, a),
ef(0) =0,
ef(a) = &7 '(a),
Okl =€ dans (0, a),
£1(0) =0,
&f(a) = & (a),

» Eliminons §Jf’, on obtient

(Drocx + v 1)ef =0 dans (0, a),

ef(0) =0,

ef(a) = &5 }(a),
Oxxce(0) =0,
( n—1

Oxxef(a) = 0 xx €) (a),
Liu-Di Lu (UNIGE)

Séminaire Analyse Appliquée

—Oed =71l dans (a,1),
(1) =0,
Oxe5(a)= Oxef'(a),
&S =€) dans (a,1),
£(1) =0,
0x&3(a)= 0x&7(a).
(Dxx + v 1)ed =0 dans (a,1),
e (1) =0,
O«e3(a)= Oxef(a),
Oxe5(1) =0,
Oxx€3 (2)= Oxxxey'(a)-
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Analyse de |'erreur 1D

» Eliminons £/, on obtient

(Do + v 1)ef=0 dans (0,a), (Do + v 1)ef= 0 dans (a,1),

er(0)=0, e7(1)=0,
ef(a) = &5 *(a), Oxe;(a) = Oxer(a),

Oxxer(0)= 0, Oxx€3(1)= 0,

Oxxer(a) = Oxxey (a) Oxxx€5(a) = Oxxxer'(a).

» On trouve les solutions avec u* = v

ef(x) = CI smh(\[)cos(\[) +CF cosh(ﬂ)sm(%),

n _ n_ ( X) /'L(]' B X)

e(x) =G smh( 7 ) cos( 7 )

+ cosh(u(l\éx))sin(u(l\éx)).
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Analyse de |'erreur 1D

» On trouve les solutions avec p* = v=1:

e(x)=¢ smh(\[)cos(%) + G cosh(7)sm(f/{)
n _ rn ( X) M(l B X)
es(x) =G smh( 7 ) cos( 7 )
e cosh(“(lf_zx))sin(“(l\/_;)).

» On évalue les coefficients (', G5, CJ' et C/', on obtient
( es(a) > _ < arf — ptasfs  arfr 4 anfh ) ( ey (a) >
Oxx€5(a) —uHa1 B2 + 0251) a1B1 — prazBa ) \Owey (a)
_ Ml M2 (a)
— My My 8XXe2 Ya))"
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Analyse de |'erreur 1D

» La matrice est donnée par

M M,
M = (_ 4j\/,2 Mi) , My = o1y — ptanfa, My = 13 + .

avec Cua a
al::Lsmh(ﬁ).cozh(lz)-%—s-m; \{L;)cos(\[)y
V2 sinh (ﬁ)+sm (%)
) a a
CYZ::fsmh(%)'ccyszh(;\[) sin( \i) cos(\[)
2p sinh (\/E)+s|n (f)
Byim 1 sinh(“(i/_ia))cosh( ‘u(\l/_ia))#»sin(u(\l/_ﬁa))cos( ‘U‘(i/_ia))
= Va2p 5inh2(7ﬂ(\1/_§a) )+cos2(7u(\1/_§a)) ’
. sinh(“(if;a))cosh(“(if;a))fsin(‘u(i'f;a))cos( ,u(i/%a))
Poi= 73 I S YT (N :
V2 V2

» Sia=1-a, alors a131 — p*anfr =1 et a1fBr + azB; =0, la
méthode ne converge pas.

Mars 14, 2023
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Dirichlet-Neumann avec relaxation

Considérons une décomposition sans recouvrement . On résout

—Ayf =v I\ dans Q, —Ayd =v7I\ dans Qo,
y; =0 sur 0Q N 0N, y83=0 sur 9Q N 0y,
W=yt sur I, Onys = Onyt' sur T,
—AN =9 —y{ dans Qy, —AXN; =y —y; dans Qo,
1= sur Q2 N 00y, Ay =0 sur 092 N 082y,
7=t sur T, OnA3 = O] sur .
avec

YE =0,y + (L= 0,y AR =0 + (1 — 6N
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥2(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0. Les parameters 6, = 0, = 1.

o5 Dirichlet-Neumann method, iteration=1

y()

05} b
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥2(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0. Les parameters 6, = 0, = 1.

o5 Dirichlet-Neumann method, iteration=2

y()

05} b
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥2(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0. Les parameters 6, = 0, = 1.

%1073 Dirichlet-Neumann method, iteration=1
4 : ;

/4~~’-\
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5,1) avec les initialisations
¥2(0.5) = 0 et A3(0.5) = 0. Les parameters 6, = 0, = 1.

%1073 Dirichlet-Neumann method, iteration=2
4 : ;

/4~_’-\

\ /
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-3 N / .
-4 L L 1 1
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Exemple 2D
Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les

initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=1

Az)
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Exemple 2D

Sous-domaines Q1 = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec les
initialisation y9(0.5,-) = 0 et A3(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Analyse de |'erreur 1D

» On trouve les solutions avec u* = v

e(x)=¢ S|nh(\[)cos(\[)+C2 cosh(\[)sm(\[)
n _ rn_ ( X) M(l _X)
&(x)=GC smh( 7 ) cos( 7 )
L e cosh(“(lf_zx))sin(“(l\éx)).

» On évalue les coefficients (7', CJ', CJ' et (' avec
of = O,e8(a) + (1= 0,)el™", & = DrDhced(a) + (1 — 0,)67
» On note la matrice

M — < 181 — ptanfr o182 + aofr > _ < My Mz)
—pHoafe + a2f1) a1 — ptazfe —u*My M)
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Analyse de |'erreur 1D

» On évalue les coefficients (7', CJ', CJ' et (' avec
ef =0, ef(a)+ (1 —0,)el ™Y, & = 0\0xef(a) + (1 —0))&r 2

» On note la matrice

M= ( 181 — ptanfr a1z + aofr ) _ < My Mz)
—pHoafr + a2f1) a1y — ptanfo —u*My M)

» On obtient

er :[ 1-6, 0 \ [ 6M  6,M } et
£n 0 1—06, —O\ut My O\My )

Mars 14, 2023 25/32
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Analyse de |'erreur 1D

» On évalue les coefficients (7', CJ', CJ' et (' avec
ef = 0yef(a) + (1 —0))ef ™", & = 0\def(a) + (1 - ))&

» On note la matrice

M= ( a1f1 — plazf a1z + azf )

(M I\/l2)
—pHoafr + af1) a1y — ptasfe '

B <—M4M2 M

» On obtient

er :[ 1-6, 0 \ [ 6M  6,M } et
£n 0 1—06, —O\ut My O\My )

» Sia=1-—a alors M{ =1et M, =0,

(ep>:<1_2ey o)
n 0 1-20,

on trouve les meilleurs parameters 0, = 0, =
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Analyse de |'erreur 2D

» Eliminons §Jf’, on obtient

(A% + v el =0 dans Q, (A% +v71)ed =0 dans Q,
ef = Aey = 0 sur 92N 08y, ef = Aej =0 sur 9Q N 9Ny
ef = egfl sur 1, Oney = Opey sur Iy,
Ae] = Aey ! sur Iy, OnAe; = Oplef sur I
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Analyse de |'erreur 2D

» Eliminons §Jf’, on obtient

(A2 + v el =0 dans Q, (A% + v 1)el =0 dans Qy,
ef = Aey = 0 sur 92N 08y, ej = Aej = 0 sur 902 N 9N,
ef = egfl sur 1, Oney = Opey sur Iy,
Aef = Aeg_l sur 1, anAeg = 8nAef sur I's.
» A I'aide des series de Fourier, on développe sur x»,
o0
& (x1,x2) = & (x1, k) sin(kxz).
k=1
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Analyse de |'erreur 2D

» Eliminons §Jf’, on obtient

(A2 + v el =0 dans Q, (A% + v 1)el =0 dans Qy,
ef = Aef = 0 sur 900N 0y, ey = Ael =0 sur 90N 0N,
ef = egfl sur 1, Oney = Opey sur Iy,
Aef = Aeg_l sur 1, anAeg = 8nAef sur I's.
» A I'aide des series de Fourier, on développe sur x»,
o0
& (x1,x2) = & (x1, k) sin(kxz).
k=1

» L'équation devient:
[e.e]
(A% + v 1)ef (x1,%2) = > (Faxxa — 2K Drppg + K

+ v )8 (x1, k) sin(kxz) = 0.
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver

mmJ(y7 : /]y y] dx+fHuHUd,

tel que
—Ay =u dans Q,

y =0 sur0fQ.
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver

mmJ(y7 : /]y y] dx+fHuHUd,

tel que
—Ay =u dans Q,

y =0 sur0fQ.
Lagrangien: L(y,u,\) = J(y,u) + (A, —Ay — u) avec U,y = H 1(Q).
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver

mmJ(y7 : /]y y] dx+fHuHUd,

tel que
—Ay =u dans Q,

y =0 sur0fQ.
Lagrangien: L(y,u,\) = J(y,u) + (A, —Ay — u) avec U,y = H 1(Q).

Systeme d’optimalité:

Ay =u dans Q avec y = 0 sur 092,
—AX=y—y dans Q avec A =0 sur 01,
u=7 dans Q.
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver

. 1 412 Va2
T}'J‘J(ya u) = 2/Q|y—)/| dX_"EHUHH*l(Q)a

tel que
—Ay =u dans Q,

y=0 suroQ.
Un opérateur linéaire H : H71(Q) — H}(Q) C L%(Q)

/ VHu(x) - Vv(x) dx = (u, V>H—1(Q),Hg(§2)a Vv € H}(Q),
Q
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver

. 1 412 Va2
T}'J‘J(ya u) = 2/Q|y—)/| dX_"EHUHH*l(Q)a

tel que
—Ay =u dans Q,
y=0 suroQ.
Un opérateur linéaire H : H71(Q) — H}(Q) C L%(Q)

/ VHu(x) - Vv(x) dx = (u, V>H—1(Q),Hg(§2)a Vv € H}(Q),
Q

La norme en H=1(Q) est équivalent 3 la norme d’énergie avec I'identité
y =Hu

ull-1 0y = (s Hu) gy mi@) = IVYII2(0)-
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Controle optimal elliptique

Probleme: Pour v > 0, trouver
min ()= 5 [ Iy = 9P ax-+ Flulf g

tel que
—Ay =u dans Q,

y=0 suroQ.
Un opérateur linéaire H : H71(Q) — H}(Q) C L%(Q)

/ VHu(x) - Vv(x) dx = (u, V>H—1(Q),Hg(§2)a Vv € H}(Q),
Q

La norme en H=1(Q) est équivalent 3 la norme d’énergie avec I'identité
y="Hu

ull-1(0y = (us Hu) g0y mp@) = 1V 1172y
Lagrangien:
L(y,u,\) = 2 Hy yH[_Z(Q) +3 <U, HU>H—1(Q),H&(Q) + (A, Ay —u).
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Controle optimal elliptique

Un opérateur linéaire H : H=1(Q) — H}(Q) C L?(Q)
/ VHu(x) - Vv(x) dx = (u, V>H*1(Q),Hg(§2)a Vv € H}(Q),
Q

La norme en H=1(Q) est équivalent 3 la norme d’énergie avec I'identité
y="Hu

lull3-2) = (4 Hu) o) (@) = VY II720)-
Lagrangien:
L{y,u,A) = 3lly = P2 q) + 5 (u Hu) yr @)y + A Ay —u).
Systeme d’optimalité:

Ay =u dans € avec y = 0 sur 010,
—AXN=y—y dans Q avec A = 0 sur 092,
vHu =\ dans €.
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Controle optimal elliptique

Un opérateur linéaire H : H=1(Q) — H}(Q) C L?(Q)
/ VHu(x) - Vv(x) dx = (u, V>H—1(Q)’H&(Q), Vv € Hi(Q),
Q

La norme en H1(Q) est équivalent & la norme d'énergie avec I'identité
y="Hu
ullZ-1 0y = (uHu)yrgymi@) = IVYII720)-
Lagrangien:
L{y,u,A) = 5]y = P2 q) + 5 (u Hu) yr @)y + A Ay —u).
Systeme d’optimalité:
y="Hu dans
—AX=y—y dans Q avec A =0 sur 01,
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Controle optimal elliptique

Un opérateur linéaire H : H=1(Q) — H}(Q) C L?(Q)
/ VHu(x) - Vv(x) dx = (u, V>H—1(Q)’H&(Q), Vv € Hi(Q),
Q

La norme en H1(Q) est équivalent & la norme d'énergie avec I'identité
y="Hu
ullZ-1 0y = (uHu)yrgymi@) = IVYII720)-
Lagrangien:
L{y,u,A) = 5]y = P2 q) + 5 (u Hu) yr @)y + A Ay —u).
Systeme d’optimalité:
y="Hu dans
—AX=y—y dans Q avec A =0 sur 01,
vHu =\ dans Q.

Systeme d’optimalité réduit: —vAy +y =y, y =0 on 0.
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Exemple 1D

Probleme:
—Oy +rly=v7ly dans Q=(0,1), y(0)=y(1)=0,

avec y =1dans Q = (0,1) et v = 107%.
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations
¥9(0.5) = 0.

) Dirichlet-Neumann method, iteration=1
T T T T T
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations
¥9(0.5) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations
¥9(0.5) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=3
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations
¥9(0.5) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=10
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations
¥9(0.5) = 0.

] «10% Dirichlet-Neumann method, iteration=1
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations
¥9(0.5) = 0.

] «10% Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations
¥9(0.5) = 0.

] «10% Dirichlet-Neumann method, iteration=3
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations
¥9(0.5) = 0.

] «10% Dirichlet-Neumann method, iteration=10
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations

y2(0.5) =0et § =1

) Dirichlet-Neumann method, iteration=1
T T I T T
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations

y2(0.5) =0et § =1

) Dirichlet-Neumann method, iteration=2
T T I T T
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations

y2(0.5) =0et § =1

. «10% Dirichlet-Neumann method, iteration=1
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Exemple 1D

Sous-domaines Q; = (0,0.5) et 5 = (0.5, 1) avec une initialisations

y2(0.5) =0et § =1

. «10% Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Exemple 2D

Fonction ciblé: y =1 dans Q = (0,1)? et v = 107%.




Exemple 2D

Fonction ciblé: y =1 dans Q = (0,1)? et v = 107%.
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec une
initialisation y9(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=1

y(x)
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec une
initialisation y9(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2

y(x)
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec une
initialisation y9(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=3
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec une
initialisation y9(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=4

y(x)
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec une
initialisation y9(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=1
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec une
initialisation y9(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1) x (0,1) avec une
initialisation y9(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=3

Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 29/32



Exemple 2D
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Exemple 2D

Sous-domaines ©; = (0,0.5) x (0,1) et Qp = (0.5,1)

x (0,1) avec une
initialisation y9(0.5,-) = 0.

Dirichlet-Neumann method, iteration=2
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur ef’ =y —yj” qui satisfait

el —vtel =0 dans (0,a), €(0)=

ey —vted =0 dans (a,1), eJ(1) =

. ef(a) = e (a),

,  Oxej(a) = Oxef'(a).
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur ef’ =y —yj” qui satisfait

el —vtel =0 dans (0,a), €](0)

el —vled =0 dans (a,1), e5(1)

=0, ef(a)=¢e"(a),
=0, 0cej(a) = el (a).
» On trouve les solutions :

e(x) = Clsinh(V—1x), ef(x) = Cfsinh (\/Fa —x)) .
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur ef’ =y —yj” qui satisfait

el —vtel =0 dans (0,a), €](0)

el —vled =0 dans (a,1), e5(1)

ef(a) = &5 '(a),

=0,
=0, Oxey(a)=0xef'(a).

» On trouve les solutions :
eN(x) = Clsinh(Vi—1x), el(x) = Cfsinh (\/V—1(1 —x)) .
» On évalue les coefficients (] et (7 :

c Ll(a) = —ei(a) coth(\/lﬁa)
' sinh(vv—1a)’ ? ? cosh (\/F(l - a))
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur ef’ =y —yj” qui satisfait

el —vtel =0 dans (0,a), €](0)

el —vled =0 dans (a,1), e5(1)

ef(a) = &5 '(a),

=0,
=0, Oxey(a)=0xef'(a).

» On trouve les solutions :
eN(x) = Clsinh(Vi—1x), el(x) = Cfsinh (\/V—1(1 —x)) .
» On évalue les coefficients (] et (7 :

coth(vv—1a)
cosh (\/F(l - a))

=—22_ (J=-eYa
! sinh(vv—1a) 2 2 (3

» Facteur de convergence:

ef(a) = —ey(a) tanh (\/F(l - a)) coth (\/Fa) .
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur eJP =y —yj” qui satisfait
Oxcel — v tel =0 dans (0,a), €](0)=0, ef(a)=¢l ",
) —vted =0 dans (a,1), e§(1) =0, 0Oyel(a) = 0xel(a),

avec ef = (1 —0)ef* + 0ef(a).
» On trouve les solutions :

el(x) = CPsinh(V—1x), ef(x) = Csinh (ma fx)) .
» On évalue les coefficients (] et (7 :
o el g e coth(v/v—1a)
sinh(Vv—1a) cosh (\/F(l - a)>
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur eJP =y —yj” qui satisfait
Oxcel — v tel =0 dans (0,a), €](0)=0, ef(a)=¢l ",
) —vted =0 dans (a,1), e§(1) =0, 0Oyel(a) = 0xel(a),

avec ef = (1 —0)ef* + 0ef(a).
» On trouve les solutions :

el(x) = CPsinh(V—1x), ef(x) = Csinh (ma fx)) .
» On évalue les coefficients (] et (7 :
o el g e coth(v/v—1a)
sinh(Vv—1a) cosh (\/F(l - a)>

» Facteur de convergence:

p(v,a,0):=1-60 {1 + tanh (\/F(l - a)> coth <\/Vf1a)} .
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur ef’ =y —yj” qui satisfait

el —vtel =0 dans (0,a), €](0)

el —vled =0 dans (a,1), e5(1)

ef(a) = &5 '(a),

=0,
=0, Oxey(a)=0xef'(a).

» On trouve les solutions :
eN(x) = Clsinh(Vi—1x), el(x) = Cfsinh (\/V—1(1 —x)) .
» On évalue les coefficients (] et (7 :

n e";(a) P =1, coth(\/uja)
“'= sinh2(\/1ﬁa)7 = )cosh <\/Vf1(1—a)).

» Facteur de convergence:

ef(a) = —ey(a) tanh (\/F(l - a)) coth (\/Fa) .
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Analyse de |'erreur 1D

>

Notons I'erreur e =y— y qui satisfait

Owxe]l —vlel =0 dans (0,a), e](0)=0, 0cef(a)=0es *(a),
Oxx €y — V_leé' =0 dans (a,1), €5(1)=0, eJ(a)=¢ef(a).
On trouve les solutions :

el(x) = CPsinh(V—1x), ef(x) = Csinh (\/Fa _x)) .

On évalue les coefficients C{" et CJ :

o Cy ! cosh (\/ v1(1- a)) oo CPsinh(vv—1a)
1 — =

con( i) (Vi)

Facteur de convergence:

Cy = —Cytcoth (\/F(l - a)) tanh (ﬁa) .
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur eJP =y —yj” qui satisfait
Oxcel — v tel =0 dans (0,a), €](0)=0, ef(a)=¢l ",
) —vted =0 dans (a,1), e§(1) =0, 0Oyel(a) = 0xel(a),

avec ef = (1 —0)ef* + 0ef(a).
» On trouve les solutions :

el(x) = CPsinh(V—1x), ef(x) = Csinh (ma fx)) .
» On évalue les coefficients (] et (7 :
o el g e coth(v/v—1a)
sinh(Vv—1a) cosh (\/F(l - a)>

» Facteur de convergence:

p(v,a,0):=1-60 {1 + tanh (\/F(l - a)> coth <\/Vf1a)} .
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Analyse de |'erreur 1D

» Notons I'erreur e =y— y qui satisfait
el —vtel =0 dans (0,a), ef(0)=0, ef(a)=el(a),
Owxes — v tel =0 dans (a,1), (1) =0, Oxef(a)=¢el*

avec ef = (1 —0)ef + 00.ef(a).
» On trouve les solutions :

el(x) = CPsinh(V—1x), ef(x) = Csinh (\/Fu _x)) .

» On évalue les coefficients (] et (3 :

o Cnsinh (\/F(l - 3)) cn_ e '
P sinh(Vla) T T Teosh (‘/”Tl(l - a)>

» Facteur de convergence:

p(v,a,0):=1-60 [1 + tanh (\/F(l - a)> coth <\/Vf1a)} .
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Controle optimal parabolique

Probleme: Pour v,v > 0, trouver
. 1 ~ 112 y - 2 Vi
min J(y, u) i= 3y = 92y + 3 I¥(T) = ANy + 5l

tel que
Oty — Ay =u  dans Q,

y=0 surX,
Y=Yy surXy.
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Controle optimal parabolique

Probleme: Pour v,v > 0, trouver
. 1 ~ 112 v - 2 Vi
min Sy, 0) 1= 5y = 930y + 2T = H(TlEgy + 5l
tel que
Oty — Ay =u dans Q,

y=0 surX,

Y=Yy surXy.
Lagrangien: L(y,u,\) = J(y,u) + (\, 0ty — Ay — u).
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Controle optimal parabolique

Probleme: Pour v,v > 0, trouver

. 1 112 0% . 5 |7
min (. 0) = 5lly = 9y + 2 IV(T) = Ty + Sl
tel que
Oty — Ay =u  dans Q,

y=0 suri,

Y=Yy surXy.
Lagrangien: L(y,u,\) = J(y,u) + (\, 0ty — Ay — u).
Systeme d’optimalité:

Oty — Ay =u dans Q avec y(0) = yo,
IAN+AN=y —y dans Qavec \(T) = —y(y(T) —9(T)),
vu =\ dans Q.
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Controle optimal parabolique

Systeme d’optimalité (forward-backward):
Oey — Ay = v 1\, ON+DAN=y—7,
y(',X):O, )‘("X):()?
y(07 ) = Yo, A(Tv) = 77()/(7_7') *}7(7—,))
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Controle optimal parabolique

Systeme d’optimalité (forward-backward):
ey — Ay = v I, OAN+AXN=y —7,
y(-,x) =0, A(,x) =0,
¥(0,-) = v, NT,) == (T,") = 9(T,")).
Semi-discretization:
y+Ay=v7I\,  A-ATA=y -y,
y(0) =0, AT) = —y(y(T) = 9(T)),
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Controle optimal parabolique

Systeme d’optimalité (forward-backward):
ey — Ay = v I, OAN+AXN=y —7,
y(-,x) =0, A(x) =0,
¥(0,-) = v, AT, ) = —yW(T,-) = 9(T, ).
Semi-discretization:
y+HAy=vt\, A-ATA=y -7,
y(0) =0, AT) = —y(y(T) = 9(T)),
Supposons: A=A = A=QDQ" avec QTQ =/ et
D = diag(d1, ..., dm).
z+ Dz =v"1y, nw—Du=2z-2,
2(0) =0, w(T) = —y(z(T) - 2(T)),
with z = QTy, Z = QT)A/ and p = QT
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Controle optimal parabolique

Semi-discretization:
y+HAy=vt\, A-ATA=y -7,
y(0) =0, NT) = —v((T) = 9(T)),
Supposons: A=A = A=QDQ" avec QTQ =/ et
D = diag(d1, ..., dm).
z+ Dz =v"1y, w—Du=z-2,
z(0) =0, w(T) =—(2(T) — 2(T)),
withz=Q"y, 2=Q"y and w= QT .
Systéme independent: m systémes

o)+ (5 ) ()= (5)
OV VAN GV AN 0

z1y(0) = Z(i)05
piy(T) + 9z (T) = v2;H(T),
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Controle optimal parabolique
(2(iy, 1y ):
G) = (5 2a) () - (%)
i/ AL =di )\ \=&0)

z1y(0) = Z(i),05
piy(T) + vz (T) = v2iH(T).
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Controle optimal parabolique

(2(i)s 1(iy):
o)+ (4 =) (o) = ()
i/ \=L=di ) kG ~2i)
Z(1)(0) = Zz(iy,0
piy(T) + vz (T) = v2iH(T).
Z(,')Z
2(,') — (d,2 + 1/71)2(,-) = —Vﬁlf(i)v

z((0) = z(j) 0,
LZ'(,')(T) + (VY + i)z (T) = vy 2(T).
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Controle optimal parabolique

(2(iys 1iy):
()= (% 7)) =(3)
i/ AL =di )\ \=&0)
z1y(0) = Z(i),05
piy(T) + vz (T) = v2iH(T).
Z(,)
Ziy = (& + v )z = —v 12,
z((0) = z(j 0
sy (T) + (07 + ey (T) = - H25(T).
H(i)-

A
i

jigy = (df + v gy = —2) — diZ),
141y (0) — dipiy(0) = Z(jy 0 — 2(7y(0),
Yiuiy(T) + Bipgiy(T) = 0.
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931 Qs ‘ algorithm type
By 2(;) (DN)
(Z(iys (i) | 20y + dizpy () (RN)
i) fiiy — difviy (DR)
Z(j) Z(j) Z(i) (DN)
fy — disy | By — difigy (RR)
(i) i) (DN)
(i) Z(,') + d,'Z(,-) 2(,-) + d,'Z(,') (RR)
(i) 1) (DN)
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