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Historique de DD

F Problème:

∆y = f dans Ω,

y = g sur ∂Ω.
(1)

F Fourier (1807) pour domaines rectangulaires et Poisson (1815)
pour domaines circulaires.

F Riemann (1851): Principe de Dirichlet:

J(v) :=

∫
Ω

(1

2
|∇v |2 − vf

)
dx .

F Schwarz (1870): Über einen Grenzübergang durch alternierendes
Verfahren (Sur un passage de frontière par une procédure alternée)

Ω
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Interprétation physique
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Interprétation physique

Figure: Schéma d’une deux niveaux pompe à vide.
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Méthode de Schwarz Alternée

Domaine: Ω := Ω1 ∪ Ω2

Ω1 Ω2Γ1Γ2

∆yn1 = f in Ω1,

yn1 = g on ∂Ω ∩ Ω̄1,

yn1 = yn−1
2 on Γ1

∆yn2 = f in Ω2,

yn2 = g on ∂Ω ∩ Ω̄2,

yn2 = yn1 on Γ2

Convergence: Schwarz proved using the maximum principle.
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Méthode de Schwarz Alternée

Domaine: Ω := Ω1 ∪ Ω2

Ω1 Ω2Γ1

∆y1
1 = f dans Ω1,

y1
1 = g sur ∂Ω ∩ Ω̄1,

y1
1 = y0

2 sur Γ1

Convergence: Schwarz proved using the maximum principle.
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Méthode de Schwarz Alternée

Domaine: Ω := Ω1 ∪ Ω2

Ω1 Ω2Γ2

∆y1
2 = f dans Ω2,

y1
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2 = y1
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Vers un outil computationel

F Hilbert (1904,1905): Méthode directe dans le calcul des variations.

F Miller (1965): La méthode de Schwarz offre des possibilités
intéressantes pour les méthodes numériques.

F Dryja and Widlund (1987): Une variante additive de la méthode
alternée de Schwarz pour le cas de nombreuses sous-régions.

F Lions (1988,1989,1990): Sans recouvrement et Parallèle.

F . . .
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F Hilbert (1904,1905): Méthode directe dans le calcul des variations.
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Exemple 1D

Problème:
−∂xxy = f dans Ω = (0, 1),

y(0) = 0.1, y(1) = 0,

avec

f =

{
5 si 0.4 < x < 0.7,

0 sinon.
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Exemple 1D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.57) et Ω2 = (0.38, 1) avec une initialisation
y0

2 (0.57) = 0.
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Analyse de l’erreur

I Problème:
−∂xxy = f dans Ω = (0, 1),

y = g sur ∂Ω.

I Sous-domaines Ω1 = (0, a) et Ω2 = (b, 1), a > b avec une
initialisation y0

2 , on résout

−∂xxyn1 = f dans Ω1,

yn1 (0) = g(0),

yn1 (a) = yn−1
2 (a),

−∂xxyn2 = f dans Ω2,

yn2 (1) = g(1),

yn2 (b) = yn1 (b).

I Notons l’erreur enj := y − ynj qui satisfait

∂xxe
n
1 = 0 dans Ω1,

en1 (0) = 0,

en1 (a) = en−1
2 (a),

∂xxe
n
2 = 0 dans Ω2,

en2 (1) = 0,

en2 (b) = en1 (b).
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∂xxe
n
2 = 0 dans Ω2,
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I On trouve les solutions en1 (x) = Cn
1 x et en2 (x) = Cn

2 (x − 1).

I On évalue les coefficients Cn
1 et Cn

2 :

Cn
1 =

en−1
2 (a)

a
, Cn

2 =
en1 (b)

b − 1
= en−1

2 (a)
1

b − 1

b

a
.

I On obtient le facteur de convergence

en2 (a) = en−1
2 (a)

a− 1

b − 1

b

a
.
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Analyse de l’erreur

Facteur de convergence

ρ(a, b) =
a− 1

b − 1

b

a

I La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.

I La convergence est garantie s’il y a un recouvrement.

I La méthode converge mieux si le recouvrement est grand.

I La méthode est un solveur direct si a = 1 ou b = 0.
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I La méthode est un solveur direct si a = 1 ou b = 0.
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Schwarz Parallèle

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.57) et Ω2 = (0.38, 1) avec une initialisation
y0

2 (0.57) = 0.
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Sous-domaines Ω1 = (0, 0.57) et Ω2 = (0.38, 1) avec les initialisations
y0

2 (0.57) = 0 et y0
1 (0.38) = 0.
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Analyse de l’erreur

I Notons l’erreur enj := y − ynj qui satisfait

∂xxe
n
1 = 0 dans Ω1,

en1 (0) = 0,

en1 (a) = en−1
2 (a),

∂xxe
n
2 = 0 dans Ω2,

en2 (1) = 0,

en2 (b) = en−1
1 (b).

I On trouve les solutions en1 (x) = Cn
1 x et en2 (x) = Cn

2 (x − 1).

I On évalue les coefficients Cn
1 et Cn

2 :

Cn
1 =

en−1
2 (a)

a
, Cn

2 =
en−1

1 (b)

b − 1
.

I On obtient le facteur de convergence

en+1
2 (a) = en−1

2 (a)
a− 1

b − 1

b

a
.
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Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 9 / 32



Analyse de l’erreur

I Notons l’erreur enj := y − ynj qui satisfait

∂xxe
n
1 = 0 dans Ω1,

en1 (0) = 0,

en1 (a) = en−1
2 (a),

∂xxe
n
2 = 0 dans Ω2,

en2 (1) = 0,

en2 (b) = en−1
1 (b).

I On trouve les solutions en1 (x) = Cn
1 x et en2 (x) = Cn

2 (x − 1).
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Exemple 2D

Problème:
−∆y = f dans Ω = (0, 1)2,

y = g sur ∂Ω.

avec

f =

{
50 si (x1, x2) ∈ (0.4, 0.6)2,

0 sinon.

et

g =


1 si x1 = 0, 0.4 < x2 < 0.6,

0.3 si x1 = 0, 0 < x2 < 0.4, 0.6 < x2 < 1

0 sinon.
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Exemple 2D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.57)× (0, 1) et Ω2 = (0.38, 1)× (0, 1) avec une
initialisation y0

2 (0.57, ·) = 0.
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Analyse de l’erreur 2D

I Notons l’erreur enj := y − ynj qui satisfait

∆en1 = 0 dans Ω1,

en1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

en1 = en−1
2 sur Γ1,

∆en2 = 0 dans Ω2,

en2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2,

en2 = en1 sur Γ2.

I À l’aide des series de Fourier, on développe sur x2,

enj (x1, x2) =
∞∑
k=1

ênj (x1, k) sin(kx2).

I Le Laplacian devient:

∆enj (x1, x2) =
∞∑
k=1

(∂x1x1 − k2)ênj (x1, k) sin(kx2) = 0.
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Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 11 / 32



Analyse de l’erreur 2D

I Notons l’erreur enj := y − ynj qui satisfait

∆en1 = 0 dans Ω1,

en1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

en1 = en−1
2 sur Γ1,

∆en2 = 0 dans Ω2,

en2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2,

en2 = en1 sur Γ2.
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Analyse de l’erreur 2D

I Pour chaque mode de Fourier:

(∂xx − k2)ên1 (x , k) = 0 dans (0, a),

ên1 (0, k) = 0,

ên1 (a, k) = ên−1
2 (a, k),

(∂xx − k2)ên2 (x , k) = 0 dans (b, 1),

ên2 (1, k) = 0,

ên2 (b, k) = ên1 (b, k).

I On trouve les solutions ên1 (x , k) = Cn
1,k sinh(kx) and

ên2 (x , k) = Cn
2,k sinh(k(1− x)).

I On évalue les coefficients Cn
1,k et Cn

2,k

Cn
1,k =

ên−1
2 (a, k)

sinh(ka)
,Cn

2,k =
ên1 (b, k)

sinh(k(1− b))
=

ên−1
2 (a, k)

sinh(k(1− b))

sinh(kb)

sinh(ka)
.

I On obtient le facteur de convergence

ên2 (a, k) = ên−1
2 (a, k)

sinh(k(1− a))

sinh(k(1− b))

sinh(kb)

sinh(ka)
.
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I On trouve les solutions ên1 (x , k) = Cn
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Analyse de l’erreur 2D

Facteur de convergence

ρ(k , a, b) =
sinh(k(1− a))

sinh(k(1− b))

sinh(kb)

sinh(ka)
.

I La méthode ne converge pas sans recouvrement, i.e., a = b.

I La convergence est garantie s’il y a un recouvrement.

I La méthode converge mieux si le recouvrement est grand.

I La méthode est un solveur direct si a = 1 ou b = 0.

I Chaque mode de Fourier converge avec une vitesse différente.

I La méthode converge mieux pour haute fréquence.
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Contrôle optimal

F Ingrédients:

I Un système décrit par une EDO/EDP (état y),
I Une fonction de contrôle u comme l’entrée du système,
I Un état ciblé ŷ comme l’état désiré du système,
I Une fonction de coût J, par exemple, le coût de u, l’écart entre

y et ŷ , etc.

F Objectif:

I Trouver le contrôle u∗ qui minimise le coût de telle sorte que le
système atteigne l’état désiré.

Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 12 / 32



Contrôle optimal

F Ingrédients:
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y et ŷ , etc.

F Objectif:

I Trouver le contrôle u∗ qui minimise le coût de telle sorte que le
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Contrôle optimal elliptique

Problème: Pour ν > 0, trouver

min
y ,u

J(y , u) :=
1

2

∫
Ω
|y − ŷ |2 dx +

ν

2
‖u‖2

Uad
,

tel que
−∆y = u dans Ω,

y = 0 sur ∂Ω.

Lagrangien:

L(y , u, λ) = J(y , u) + 〈λ,−∆y − u〉,

=

∫
Ω

(1

2
|y − ŷ |2 +

ν

2
|u|2 +∇y · ∇λ− uλ

)
dx .

Système d’optimalité:

−∆y = u dans Ω avec y = 0 sur ∂Ω,

−∆λ = ŷ − y dans Ω avec λ = 0 sur ∂Ω,

νu = λ dans Ω.
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Schwarz Alternée

Considérons une décomposition avec recouvrement Γ1, Γ2. On résout

−∆yn1 = ν−1λn1 dans Ω1,

yn1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

yn1 = yn−1
2 sur Γ1,

−∆λn1 = ŷ − yn1 dans Ω1,

λn1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

λn1 = λn−1
2 sur Γ1,

−∆yn2 = ν−1λn2 dans Ω2,

yn2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2,

yn2 = yn1 sur Γ2,

−∆λn2 = ŷ − yn2 dans Ω2,

λn2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2,

λn2 = λn1 sur Γ2.
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Exemple 1D

Problème:

−∂xxy = ν−1λ dans Ω = (0, 1), y(0) = y(1) = 0,

−∂xxλ = ŷ − y dans Ω = (0, 1), λ(0) = λ(1) = 0,

avec ŷ ≡ 1 dans Ω = (0, 1) et ν = 10−4.
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Exemple 1D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.57) et Ω2 = (0.38, 1) avec les initialisations
y0

2 (0.57) = 0 et λ0
2(0.57) = 0.
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Exemple 2D

Fonction ciblé: ŷ ≡ 1 dans Ω = (0, 1)2 et ν = 10−4.
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Exemple 2D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.57)× (0, 1) et Ω2 = (0.38, 1)× (0, 1) avec les
initialisation y0

2 (0.57, ·) = 0 et λ0
2(0.57, ·) = 0.
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Analyse de l’erreur 1D

I Notons l’erreur enj := y − ynj et ξnj := λ− λnj qui satisfont

−∂xxen1 = ν−1ξn1 dans (0, a),

en1 (0) = 0,

en1 (a) = en−1
2 (a),

∂xxξ
n
1 = en1 dans (0, a),

ξn1 (0) = 0,

ξn1 (a) = ξn−1
2 (a),

−∂xxen2 = ν−1ξn2 dans (b, 1),

en2 (1) = 0,

en2 (b) = en1 (b),

∂xxξ
n
2 = en2 dans (b, 1),

ξn2 (1) = 0,

ξn2 (b) = ξn1 (b).

I Éliminons ξnj , on obtient

(∂xxxx + ν−1)en1 = 0 dans (0, a),

en1 (0) = 0,

en1 (a) = en−1
2 (a),

∂xxe
n
1 (0) = 0,

∂xxe
n
1 (a) = ∂xxe

n−1
2 (a),

(∂xxxx + ν−1)en2 = 0 dans (b, 1),

en2 (1) = 0,

en2 (b) = en1 (b),

∂xxe
n
2 (1) = 0,

∂xxe
n
2 (b) = ∂xxe

n
1 (b).
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n
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n
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n−1
2 (a),

(∂xxxx + ν−1)en2 = 0 dans (b, 1),

en2 (1)= 0,

en2 (b) = en1 (b),

∂xxe
n
2 (1)= 0,

∂xxe
n
2 (b) = ∂xxe

n
1 (b).

I On trouve les solutions avec µ4 = ν−1:

en1 (x) = Cn
1 sinh(

µx√
2

) cos(
µx√

2
) + Cn

2 cosh(
µx√

2
) sin(

µx√
2

),

en2 (x) = Cn
3 sinh(

µ(1− x)√
2

) cos(
µ(1− x)√

2
)

+ Cn
4 cosh(

µ(1− x)√
2

) sin(
µ(1− x)√

2
).
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µ(1− x)√
2

) sin(
µ(1− x)√

2
).

I On évalue les coefficients Cn
1 ,C

n
2 ,C

n
3 et Cn

4 , on obtient(
en2 (a)

∂xxe
n
2 (a)

)
=

(
α1β1 − µ4α2β2 α1β2 + α2β1

−µ4(α1β2 + α2β1) α1β1 − µ4α2β2

)(
en−1

2 (a)

∂xxe
n−1
2 (a)

)
=

(
M1 M2

−µ4M2 M1

)(
en−1

2 (a)

∂xxe
n−1
2 (a)

)
.
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Analyse de l’erreur 1D

I On évalue les coefficients Cn
1 ,C

n
2 ,C

n
3 et Cn

4 , on obtient(
en2 (a)

∂xxe
n
2 (a)

)
=

(
M1 M2

−µ4M2 M1

)(
en−1

2 (a)

∂xxe
n−1
2 (a)

)
.

avec M1 = α1β1 − µ4α2β2, M2 = α1β2 + α2β1 et

α1:=
sinh(

µa√
2

) cos(
µa√

2
) sinh(

µb√
2

) cos(
µb√

2
)+cosh(

µa√
2

) sin(
µa√

2
) cosh(

µb√
2

) sin(
µb√

2
)

cosh2(
µa√

2
) sin2(

µa√
2

)+sinh2(
µa√

2
) cos2(

µa√
2

)
,

α2:=
sinh(

µa√
2

) cos(
µa√

2
) cosh(

µb√
2

) sin(
µb√

2
)−cosh(

µa√
2

) sin(
µa√

2
) sinh(

µb√
2

) cos(
µb√

2
)

cosh2(
µa√

2
) sin2(

µa√
2

)+sinh2(
µa√

2
) cos2(

µa√
2

)

β1, β2 ont les même formats avec a, b remplacés par 1− a, 1− b.

I Si a = b, alors α1 = β1 = 1 et α2 = β2 = 0, la méthode ne converge
pas sans recouvrement.

I Si b = 0 (ou a = 1), α1 = α2 = 0, la méthode est un solveur direct.

Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 17 / 32



Analyse de l’erreur 1D
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Dirichlet-Neumann (Bjørstad, Widlund 1986)

Considérons une décomposition sans recouvrement Γ. On résout

−∆yn1 = ν−1λn1 dans Ω1,

yn1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

yn1 = yn−1
2 sur Γ,

−∆λn1 = ŷ − yn1 dans Ω1,

λn1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

λn1 = λn−1
2 sur Γ.

−∆yn2 = ν−1λn2 dans Ω2,

yn2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2,

∂ny
n
2 = ∂ny

n
1 sur Γ,

−∆λn2 = ŷ − yn2 dans Ω2,

λn2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2,

∂nλ
n
2= ∂nλ

n
1 sur Γ.
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Exemple 1D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.5) et Ω2 = (0.5, 1) avec les initialisations
y0

2 (0.5) = 0 et λ0
2(0.5) = 0.
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Exemple 2D
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Analyse de l’erreur 1D

I Notons l’erreur enj := y − ynj et ξnj := λ− λnj qui satisfont

−∂xxen1 = ν−1ξn1 dans (0, a),

en1 (0) = 0,

en1 (a) = en−1
2 (a),

∂xxξ
n
1 = en1 dans (0, a),

ξn1 (0) = 0,

ξn1 (a) = ξn−1
2 (a),

−∂xxen2 = ν−1ξn2 dans (a, 1),

en2 (1) = 0,

∂xe
n
2 (a)= ∂xe

n
1 (a),

∂xxξ
n
2 = en2 dans (a, 1),

ξn2 (1) = 0,

∂xξ
n
2 (a)= ∂xξ

n
1 (a).

I Éliminons ξnj , on obtient

(∂xxxx + ν−1)en1 = 0 dans (0, a),

en1 (0) = 0,

en1 (a) = en−1
2 (a),

∂xxe
n
1 (0) = 0,

∂xxe
n
1 (a) = ∂xxe

n−1
2 (a),

(∂xxxx + ν−1)en2 = 0 dans (a, 1),

en2 (1) = 0,

∂xe
n
2 (a)= ∂xe

n
1 (a),

∂xxe
n
2 (1) = 0,

∂xxxe
n
2 (a)= ∂xxxe

n
1 (a).
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∂xxe
n
1 (0)= 0,

∂xxe
n
1 (a) = ∂xxe

n−1
2 (a),

(∂xxxx + ν−1)en2 = 0 dans (a, 1),

en2 (1)= 0,

∂xe
n
2 (a) = ∂xe

n
1 (a),

∂xxe
n
2 (1)= 0,

∂xxxe
n
2 (a) = ∂xxxe

n
1 (a).

I On trouve les solutions avec µ4 = ν−1:

en1 (x) = Cn
1 sinh(

µx√
2

) cos(
µx√

2
) + Cn

2 cosh(
µx√

2
) sin(

µx√
2

),

en2 (x) = Cn
3 sinh(

µ(1− x)√
2

) cos(
µ(1− x)√

2
)

+ Cn
4 cosh(

µ(1− x)√
2

) sin(
µ(1− x)√

2
).
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en1 (x) = Cn
1 sinh(

µx√
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) cos(
µx√

2
) + Cn

2 cosh(
µx√

2
) sin(

µx√
2

),

en2 (x) = Cn
3 sinh(

µ(1− x)√
2

) cos(
µ(1− x)√

2
)

+ Cn
4 cosh(

µ(1− x)√
2

) sin(
µ(1− x)√

2
).

I On évalue les coefficients Cn
1 ,C

n
2 ,C

n
3 et Cn

4 , on obtient(
en2 (a)

∂xxe
n
2 (a)

)
=

(
α1β1 − µ4α2β2 α1β2 + α2β1

−µ4(α1β2 + α2β1) α1β1 − µ4α2β2

)(
en−1

2 (a)

∂xxe
n−1
2 (a)

)
=

(
M1 M2

−µ4M2 M1

)(
en−1

2 (a)

∂xxe
n−1
2 (a)

)
.
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Analyse de l’erreur 1D

I La matrice est donnée par

M =

(
M1 M2

−µ4M2 M1

)
, M1 = α1β1 − µ4α2β2, M2 = α1β2 + α2β1.

avec

α1:= µ√
2

sinh(
µa√

2
) cosh(

µa√
2

)+sin(
µa√

2
) cos(

µa√
2

)

sinh2(
µa√

2
)+sin2(

µa√
2

)
,

α2:= 1√
2µ

sinh(
µa√

2
) cosh(

µa√
2

)−sin(
µa√

2
) cos(

µa√
2

)

sinh2(
µa√

2
)+sin2(

µa√
2

)
,

β1:=− 1√
2µ

sinh(
µ(1−a)√

2
) cosh(

µ(1−a)√
2

)+sin(
µ(1−a)√

2
) cos(

µ(1−a)√
2

)

sinh2(
µ(1−a)√

2
)+cos2(

µ(1−a)√
2

)
,

β2:= 1√
2µ3

sinh(
µ(1−a)√

2
) cosh(

µ(1−a)√
2

)−sin(
µ(1−a)√

2
) cos(

µ(1−a)√
2

)

sinh2(
µ(1−a)√

2
)+cos2(

µ(1−a)√
2

)
.

I Si a = 1− a, alors α1β1 − µ4α2β2 = 1 et α1β2 + α2β1 = 0, la
méthode ne converge pas.
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Dirichlet-Neumann avec relaxation

Considérons une décomposition sans recouvrement Γ. On résout

−∆yn1 = ν−1λn1 dans Ω1,

yn1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

yn1 = yn−1
Γ sur Γ,

−∆λn1 = ŷ − yn1 dans Ω1,

λn1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

λn1 = λn−1
Γ sur Γ,

−∆yn2 = ν−1λn2 dans Ω2,

yn2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2,

∂ny
n
2 = ∂ny

n
1 sur Γ,

−∆λn2 = ŷ − yn2 dans Ω2,

λn2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2,

∂nλ
n
2 = ∂nλ

n
1 sur Γ.

avec

ynΓ = θyy
n
2 |Γ + (1− θy )yn−1

Γ , λnΓ = θλλ
n
2|Γ + (1− θλ)λn−1

Γ .
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Exemple 1D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.5) et Ω2 = (0.5, 1) avec les initialisations
y0

2 (0.5) = 0 et λ0
2(0.5) = 0. Les parameters θy = θλ = 1

2 .
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Exemple 2D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.5)× (0, 1) et Ω2 = (0.5, 1)× (0, 1) avec les
initialisation y0

2 (0.5, ·) = 0 et λ0
2(0.5, ·) = 0.
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Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 24 / 32



Analyse de l’erreur 1D

I On trouve les solutions avec µ4 = ν−1:

en1 (x) = Cn
1 sinh(

µx√
2

) cos(
µx√

2
) + Cn

2 cosh(
µx√

2
) sin(

µx√
2

),

en2 (x) = Cn
3 sinh(

µ(1− x)√
2

) cos(
µ(1− x)√

2
)

+ Cn
4 cosh(

µ(1− x)√
2

) sin(
µ(1− x)√

2
).

I On évalue les coefficients Cn
1 ,C

n
2 ,C

n
3 et Cn

4 avec

enΓ = θye
n
2 (a) + (1− θy )en−1

Γ , ξnΓ = θλ∂xxe
n
2 (a) + (1− θλ)ξn−1

Γ .

I On note la matrice

M =

(
α1β1 − µ4α2β2 α1β2 + α2β1

−µ4(α1β2 + α2β1) α1β1 − µ4α2β2

)
=

(
M1 M2

−µ4M2 M1

)
.
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Analyse de l’erreur 1D

I On évalue les coefficients Cn
1 ,C

n
2 ,C

n
3 et Cn

4 avec

enΓ = θye
n
2 (a) + (1− θy )en−1

Γ , ξnΓ = θλ∂xxe
n
2 (a) + (1− θλ)ξn−1

Γ .

I On note la matrice

M =

(
α1β1 − µ4α2β2 α1β2 + α2β1

−µ4(α1β2 + α2β1) α1β1 − µ4α2β2

)
=

(
M1 M2

−µ4M2 M1

)
.

I On obtient(
enΓ
ξnΓ

)
=
[(1− θy 0

0 1− θλ

)
−
(

θyM1 θyM2

−θλµ4M2 θλM1

)](en−1
Γ

ξn−1
Γ

)
.

I Si a = 1− a, alors M1 = 1 et M2 = 0,(
enΓ
ξnΓ

)
=

(
1− 2θy 0

0 1− 2θλ

)(
en−1

Γ

ξn−1
Γ

)
,

on trouve les meilleurs parameters θy = θλ = 1
2 .
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Analyse de l’erreur 2D

I Éliminons ξnj , on obtient

(∆2 + ν−1)en1 = 0 dans Ω1,

en1 = ∆en1 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω1,

en1 = en−1
2 sur Γ1,

∆en1 = ∆en−1
2 sur Γ1,

(∆2 + ν−1)en2 = 0 dans Ω2,

en2 = ∆en2 = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2

∂ne
n
2 = ∂ne

n
1 sur Γ2,

∂n∆en2 = ∂n∆en1 sur Γ2.

I À l’aide des series de Fourier, on développe sur x2,

enj (x1, x2) =
∞∑
k=1

ênj (x1, k) sin(kx2).

I L’équation devient:

(∆2 + ν−1)enj (x1, x2) =
∞∑
k=1

(∂x1x1x1x1 − 2k2∂x1x1 + k4

+ ν−1)ênj (x1, k) sin(kx2) = 0.
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Analyse de l’erreur 2D
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Contrôle optimal elliptique

Problème: Pour ν > 0, trouver

min
y ,u

J(y , u) :=
1

2

∫
Ω
|y − ŷ |2 dx +

ν

2
‖u‖2

Uad
,

tel que
−∆y = u dans Ω,

y = 0 sur ∂Ω.

Lagrangien: L(y , u, λ) = J(y , u) + 〈λ,−∆y − u〉 avec Uad = H−1(Ω).

Système d’optimalité:

−∆y = u dans Ω avec y = 0 sur ∂Ω,

−∆λ = ŷ − y dans Ω avec λ = 0 sur ∂Ω,

u =? dans Ω.
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Problème: Pour ν > 0, trouver

min
y ,u

J(y , u) :=
1

2

∫
Ω
|y − ŷ |2 dx +

ν

2
‖u‖2

H−1(Ω),

tel que
−∆y = u dans Ω,

y = 0 sur ∂Ω.

Un opérateur linéaire H : H−1(Ω)→ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω)∫

Ω
∇Hu(x) · ∇v(x) dx = 〈u, v〉H−1(Ω),H1

0 (Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω),

La norme en H−1(Ω) est équivalent à la norme d’énergie avec l’identité
y = Hu

‖u‖2
H−1(Ω) := 〈u,Hu〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) = ‖∇y‖2
L2(Ω).

Lagrangien:
L(y , u, λ) = 1

2‖y − ŷ‖2
L2(Ω) + ν

2 〈u,Hu〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈λ,−∆y − u〉.

Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 27 / 32



Contrôle optimal elliptique

Problème: Pour ν > 0, trouver

min
y ,u

J(y , u) :=
1

2

∫
Ω
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Contrôle optimal elliptique
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Contrôle optimal elliptique

Un opérateur linéaire H : H−1(Ω)→ H1
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L2(Ω) + ν

2 〈u,Hu〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈λ,−∆y − u〉.

Système d’optimalité:

y = Hu dans Ω

−∆λ = ŷ − y dans Ω avec λ = 0 sur ∂Ω,

νHu = λ dans Ω.

Système d’optimalité réduit: −ν∆y + y = ŷ , y = 0 on ∂Ω.
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Exemple 1D

Problème:

−∂xxy + ν−1y = ν−1ŷ dans Ω = (0, 1), y(0) = y(1) = 0,

avec ŷ ≡ 1 dans Ω = (0, 1) et ν = 10−4.
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Exemple 1D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.5) et Ω2 = (0.5, 1) avec une initialisations
y0

2 (0.5) = 0.
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Liu-Di Lu (UNIGE) Séminaire Analyse Appliquée Mars 14, 2023 28 / 32



Exemple 1D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.5) et Ω2 = (0.5, 1) avec une initialisations
y0

2 (0.5) = 0.
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Exemple 1D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.5) et Ω2 = (0.5, 1) avec une initialisations
y0

2 (0.5) = 0 et θ = 1
2 .
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Exemple 2D

Fonction ciblé: ŷ ≡ 1 dans Ω = (0, 1)2 et ν = 10−4.
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Exemple 2D

Sous-domaines Ω1 = (0, 0.5)× (0, 1) et Ω2 = (0.5, 1)× (0, 1) avec une
initialisation y0

2 (0.5, ·) = 0.
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Analyse de l’erreur 1D

I Notons l’erreur enj := y − ynj qui satisfait

∂xxe
n
1 − ν−1en1 = 0 dans (0, a), en1 (0) = 0, en1 (a) = en−1

2 (a),

∂xxe
n
2 − ν−1en2 = 0 dans (a, 1), en2 (1) = 0, ∂xe

n
2 (a) = ∂xe

n
1 (a).

I On trouve les solutions :

en1 (x) = Cn
1 sinh(

√
ν−1x), en2 (x) = Cn

2 sinh
(√

ν−1(1− x)
)
.

I On évalue les coefficients Cn
1 et Cn

2 :

Cn
1 =

en−1
2 (a)

sinh(
√
ν−1a)

, Cn
2 = −en−1

2 (a)
coth(

√
ν−1a)

cosh
(√

ν−1(1− a)
)

I Facteur de convergence:

en2 (a) = −en−1
2 (a) tanh

(√
ν−1(1− a)

)
coth

(√
ν−1a

)
.
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I On évalue les coefficients Cn
1 et Cn

2 :

Cn
1 =

en−1
2 (a)

sinh(
√
ν−1a)

, Cn
2 = −en−1

2 (a)
coth(

√
ν−1a)

cosh
(√

ν−1(1− a)
)

I Facteur de convergence:

en2 (a) = −en−1
2 (a) tanh

(√
ν−1(1− a)

)
coth

(√
ν−1a

)
.
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∂xxe
n
1 − ν−1en1 = 0 dans (0, a), en1 (0) = 0, en1 (a) = en−1

Γ ,

∂xxe
n
2 − ν−1en2 = 0 dans (a, 1), en2 (1) = 0, ∂xe

n
2 (a) = ∂xe

n
1 (a),

avec enΓ = (1− θ)en−1
Γ + θen2 (a).

I On trouve les solutions :

en1 (x) = Cn
1 sinh(

√
ν−1x), en2 (x) = Cn

2 sinh
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I On évalue les coefficients Cn
1 et Cn

2 :

Cn
1 =

en−1
Γ

sinh(
√
ν−1a)

, Cn
2 = −en−1

Γ

coth(
√
ν−1a)

cosh
(√

ν−1(1− a)
)

I Facteur de convergence:
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[
1 + tanh
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)
coth
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)]
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∂xxe
n
1 − ν−1en1 = 0 dans (0, a), en1 (0) = 0, ∂xe

n
1 (a) = ∂xe

n−1
2 (a),

∂xxe
n
2 − ν−1en2 = 0 dans (a, 1), en2 (1) = 0, en2 (a) = en1 (a).

I On trouve les solutions :

en1 (x) = Cn
1 sinh(

√
ν−1x), en2 (x) = Cn

2 sinh
(√

ν−1(1− x)
)
.

I On évalue les coefficients Cn
1 et Cn

2 :

Cn
1 = −

Cn−1
2 cosh

(√
ν−1(1− a)

)
cosh(

√
ν−1a)

, Cn
2 =

Cn
1 sinh(

√
ν−1a)

sinh
(√

ν−1(1− a)
) .

I Facteur de convergence:
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2 = −Cn−1
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(√

ν−1(1− a)
)
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(√
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)
.
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Contrôle optimal parabolique

Problème: Pour γ, ν > 0, trouver

min
y ,u

J(y , u) :=
1

2
‖y − ŷ‖2

L2(Q) +
γ

2
‖y(T )− ŷ(T )‖2

L2(Ω) +
ν

2
‖u‖2

Uad
,

tel que
∂ty −∆y = u dans Q,

y = 0 sur Σ,

y = y0 sur Σ0.

Lagrangien: L(y , u, λ) = J(y , u) + 〈λ, ∂ty −∆y − u〉.
Système d’optimalité:

∂ty −∆y = u dans Ω avec y(0) = y0,

∂tλ+ ∆λ = y − ŷ dans Ω avec λ(T ) = −γ(y(T )− ŷ(T )),

νu = λ dans Q.
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∂tλ+ ∆λ = y − ŷ dans Ω avec λ(T ) = −γ(y(T )− ŷ(T )),
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Contrôle optimal parabolique

Système d’optimalité (forward-backward):

∂ty −∆y = ν−1λ,

y(·, x) = 0,

y(0, ·) = y0,

∂tλ+ ∆λ = y − ŷ ,

λ(·, x) = 0,

λ(T , ·) = −γ(y(T , ·)− ŷ(T , ·)).

Semi-discretization:

ẏ + Ay = ν−1λ,

y(0) = 0,

λ̇− ATλ = y − ŷ ,

λ(T ) = −γ(y(T )− ŷ(T )),

Supposons: A = AT ⇒ A = QDQT avec QTQ = I et
D = diag(d1, . . . , dm).

ż + Dz = ν−1µ,

z(0) = 0,

µ̇− Dµ = z − ẑ ,

µ(T ) = −γ(z(T )− ẑ(T )),

with z = QT y , ẑ = QT ŷ and µ = QTλ.
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Contrôle optimal parabolique

Système d’optimalité (forward-backward):
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Système independent: m systèmes
(
ż(i)

µ̇(i)

)
+

(
di −ν−1

−1 −di

)(
z(i)

µ(i)

)
=

(
0
−ẑ(i)

)
,

z(i)(0) = z(i),0,

µ(i)(T ) + γz(i)(T ) = γẑ(i)(T ),
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Contrôle optimal parabolique

(z(i), µ(i)): 
(
ż(i)

µ̇(i)

)
+

(
di −ν−1

−1 −di

)(
z(i)

µ(i)

)
=

(
0
−ẑ(i)

)
,

z(i)(0) = z(i),0,

µ(i)(T ) + γz(i)(T ) = γẑ(i)(T ).

z(i): 
z̈(i) − (d2

i + ν−1)z(i) = −ν−1ẑ(i),

z(i)(0) = z(i),0,

ż(i)(T ) + (ν−1γ + di )z(i)(T ) = ν−1γẑ(i)(T ).

µ(i): 
µ̈(i) − (d2

i + ν−1)µ(i) = − ˙̂z(i) − di ẑ(i),

µ̇(i)(0)− diµ(i)(0) = z(i),0 − ẑ(i)(0),

γµ̇(i)(T ) + βiµ(i)(T ) = 0.
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−ẑ(i)

)
,

z(i)(0) = z(i),0,

µ(i)(T ) + γz(i)(T ) = γẑ(i)(T ).
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γµ̇(i)(T ) + βiµ(i)(T ) = 0.
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Contrôle optimal parabolique

Ω1 Ω2 algorithm type

µ(i) ż(i) (DN)
(z(i), µ(i)) ż(i) + diz(i) ż(i) (RN)

µ(i) µ̈(i) − di µ̇(i) (DR)

z(i) ż(i) (DN)
z(i) z(i) ż(i) (DN)

µ̇(i) − diµ(i) µ̈(i) − di µ̇(i) (RR)

µ(i) µ̇(i) (DN)
µ(i) ż(i) + diz(i) z̈(i) + di ż(i) (RR)

µ(i) µ̇(i) (DN)
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